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1. Funcién exp ial y funciones definid. diante la exp ial 1.1 La funcién exponencial

1. Funcién exponencial y funciones definidas mediante la
exponencial

1.1 La funcién exponencial

Definiciéon. La funcién exponencial compleja es aquélla que acada z=x+ iy € C
le asigna el nimero complejo e*(cosy + iseny) que se denota e* 6 exp(z).

Propiedades de la funcion exponencial
1. Para todo z € C, se verifica |e?| = e®(?) y arg(e?) = {Imz + 2k7 : k € Z}.
2. exp(C) ={e* : ze C} =C\ {0}.
21tz QZl p22
3. Dados z, 2z, € C, se cumple € B e
e = e% [e2.
4. exp es periédica de periodo 27/ y se verifica:
i) e = e? & z; = 7+ 2kmi con k € Z. En particular, e =1 & z = 2kwi, k € Z.
i)exp({x+iy: xeRANa<y<a+2r})=C\{0} VaeR.
. e*
5. exp es entera siendo i e” para todo z € C.
V4
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1. Funcién

p ial y funciones definidas mediante la exponencial 1.1 La funcién exponencial

Geometria de la funcién exponencial

1. Sean xg, @ € R, si Ly, o ={xo+iy : y € (o, o427} = exp(Ly,.o) = C(0,€%) Vo € R,
donde C(0, ™) denota la circunferencia de centro el origen y radio .

2. Dado yp €R, si R, = {x + iy : x € R} = exp(R,,) = {re™ : r > 0}.

+21)i
(a+2mi exp(Lxga)

exp(RyO)

3/16



Jafinid

1. Funcién exp ial y funciones

1.2 Funciones trigonométricas

mediante la exponencial 1.2 Funciones trigonométricas

eix + e X
eX = cosx + i se cosx = 2
= COS X + isenx
Dado x € R: 3 =i — cosx — isenx ; ;
— eIX e*IX
senx = ————
2i
Definicién. Las funciones seno y coseno complejas se definen para cada z € C como
eiz _ e—iz eiz + e—iz
senz = ———— c0sz = ————
2i 2

Propiedades de las funciones complejas seno y coseno
1. sen(—z) = —senz y cos(—z) = cosz.
2. ldentidades trigonométricas:

i) sen(z; + zp) = sen z; cos z; + cos z; sen zp; de donde sen (z + 7/2) = cos z.

ii) cos(z; + z2) = COS z; COS Zp — Sen z; sen zp.

iii) sen?z + cos?z = 1.
3. Periodicidad: sen(z +27) = senz y cos(z + 2mw) = cos z.
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1. Funcién ial y funciones definid. di

e la ial 1.2 Funciones trigonométricas

. . . 71 Y e Y
4. Relacién con las funciones hiperbdlicas reales senhy = €=y coshy =

2
Si z = x + iy entonces
i) senz = sen x cosh y + i cos xsenh y.

ii) cosz = cosxcoshy — isenxsenhy.
5. Conjugadas de las funciones trigonométricas: Senz = senZz y COSZ = COS Z.

ete V.
—s

6. Las funciones seno y coseno no son acotadas en médulo. Se deduce de las
relaciones:

i) |senz|? = sen?x + senh?y.
i) | cos z|> = cos® x + senh? y.
7. Ceros de las funciones seno y coseno:
i) senz =0 siy sélosi z=km con k € Z.
. , . ™
i) cosz:OS|yso|05|z:§—|—k7r con k € Z.

8. Las funciones seno y coseno son enteras, verificindose que

— Senz = Cos z — C0SZ = —senz
dz dz
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1. Funcién exp ial y funciones definidas mediante la exponencial 1.2 Funciones trigonométricas
Otras funciones trigonométricas
.y sen z ., Ccos z
Funcién tangente: tanz = Funcién cotangente: cotz =
cos z sen z

Funcidn cosecante: cscz =
cos z sen z

Funcién secante: secz =
Propiedades
1. tanz y secz son holomorfas en C\ {g + km;, ke Z}. Siendo

—tanz =sec’z y —secz =secztanz
dz dz

2. cotz y cscz son holomorfas en C\ {km; k € Z}. Siendo
d d

— cotz = —csc’z y —CSsCz = —csczcotz
dz dz

3. Periodicidad: tanz y cot z son periddicas de periodo 7 y secz y csc z de periodo 27.
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1. Funcién ial y funciones definidas mediante la exponencial 1.3 Funciones hiperbélicas

1.3 Funciones hiperbdlicas
Definicion. Se definen las funciones complejas seno y coseno hiperbdlicos para cada
z € C como

senhz:¥ coshz:¥
Propiedades de las funciones hiperbdlicas complejas
1. senh(—z) = —senhz y cosh(—z) = cosh z.
2. Relacién con las funciones trigonométricas complejas:
i) senhz = —isen(iz) y coshz = cos(iz).
ii) senz = —isenh(iz) y cosz = cosh(iz).

3. Identidades
i) senh(z; + z) = senh z; cosh z, + cosh z; senh z;.
ii) cosh(z; + z) = cosh z; cosh z, + senh z; senh z.
iii) cosh? z —senh?z = 1.

4. Periodicidad: senh(z + 27i) = senh z y cosh(z 4 27i) = cosh z.
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diante la ial 1.3 Funciones hiperbélicas

1. Funcién exp ial y funciones definid.
5. Relacién con las funciones hiperbdlicas reales: Si z = x + iy entonces
i) senh z = senh x cos y + i cosh xsen y.
ii) cosh z = cosh xcosy + isenh xseny.
6. Conjugadas de las funciones hiperbdlicas: senh z = senhZ y cosh z = cosh z.
7. Las funciones seno y coseno hiperbdlicas no son acotadas en médulo, obviamente
pues restringidas a R no son acotadas. Ademas, se verifican las siguientes

relaciones:
i) |senh z|> = senh?®x + sen? y.
i) | cosh z|> = senh? x + cos? y.
8. Ceros de las funciones seno y coseno hiperbdlicos:
i) senhz =0 siy sélo si z= kmi con k € Z.
ii) coshz=0siysdlosiz= (g—i—kﬂ)icon k € Z.

9. Las funciones seno y coseno hiperbdlicos son enteras, verificindose que

d
— senh z = cosh z — coshz =senh z
dz dz
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1. Funcién exp ial y funciones definidas mediante la exponencial 1.3 Funciones hiperbdlicas
Otras funciones hiperbdlicas
i . senh z ) . cosh z
Tangente hiperbdlica: tanhz = Cotangente hiperbdlica: cothz =
cosh z senh z
. . 1 : . 1
Secante hiperbdlica: sechz = Cosecante hiperbdlica: cschz =
cosh z senh z

Propiedades
1. tanh z y sech z son holomorfas en C \ {(g + kw) i, ke Z}. Siendo

d
—tanhz =sech?z y —sechz = —sechztanhz
dz dz

2. coth z y csch z son holomorfas en C\ {krwi; k € Z}. Siendo

d d
—cothz = —csch®?z y — cschz = —cschzcoth z
dz dz

3. Periodicidad: tanh z y coth z son periddicas de periodo 7/ y sech z y csch z de

periodo 2.
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2. Funcidn logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.1 La funcién logaritmo y sus ramas

2.1 La funcién logaritmo y sus ramas
Para definir una funcién compleja inversa de la exponencial hay que tener en cuenta:
1)e"#0, VweC 2)e"=z#0<= w=In|z|+i(Argz+2kr), keZ
Definicion. (2l + i( ) \
. logaritmo de z: logz = {In|z| + i(Argz + 2km) : k€ Z
Dado z € C\{0} se define { logaritmo principal de z: Logz =In|z| + iArgz

De la funcién multivaluada log se define para @ € R la rama o determinacion del

logaritmo .
log, z = In|z| + iarg, z,

donde arg,, es la rama de arg con valores en («, o + 27). Por tanto,

o Dominio de definicién de log, es Q, = C\ {re’® : r > 0}. El conjunto
C, = {re’: r > 0} se denomina corte de ramificacién de la rama log,,.

o Laimagendelog,es {w e C:a <Imw < a+ 27}

e Si o = —m = log, = Log es la rama principal del logaritmo.

e Si C, semirrecta que parte del origen con pendiente « € [0, 27), existen infinitas
ramas del logaritmo distintas con corte de ramificaciéon C,:
f(z) = In|z| + i(arg, z + 2km) con k € Z
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2. Funcién logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.1 La funcién logaritmo y sus ramas
Propiedades
1. e%? =7 VYzeQ, VaeR.
log,,(e*) = z + 2kmi, siendo k € Z.
2. log,(€?) # z y se verifica log,(e*) =z siysdlosia<Imz < a-+27.
log(e?) = {z + 2kmi : k € Z}.
3. Dados z;,z, € C\ {0}, log,(z1 - z2) # log,, z1 + log,, z2, y se verifica:
i) log,(z1 - z) = log, z1 + log,, z> + 2kmi siendo k € 7Z.
ii) Fijadas dos ramas del logaritmo, existe una tercera verificando

log,,,(z1 - ) = log,, z1 + log,,, 2.
4. Dados z;,2, € C\ {0}, log, (21/2) # log, z1 — log,, 25, y se verifica:
i) log, (z1/2z) = log,, z1 — log,, z, + 2k7i siendo k € Z dependiente de z; y 2.
ii) Fijadas dos ramas del logaritmo, existe una tercera verificando

log,,, (z1/22) = log,,, z1 — log,, 2.

dl 1
5. Para cada a € R, log, € H(£,) siendo % == Vz € Q,.
4 V4
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2. Funcidn logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.2 Exponentes complejos: funciones potenciales y exponenciales

2.2 Exponentes complejos: funciones potenciales y exponenciales
Definiciéon. Dados z,w € C, siendo z # 0, la potencia de base z y exponente w es
W — {eW(Logz+2k7ri)) ke Z} — {ew(|n|z|+i(Argz+2kﬂ')) ke Z}
Para un valor del logaritmo, log,, z, se tiene el Gnico valor! z% = ew'ogaz — gw(in|z|+iarg, 2)
Propiedades
1. Dados z,w € C, con z # 0, de gW(Logz+2kmi)) — gwlogzow2kmi gq sigue
i) Si w € Q = z" conjunto finito pues:
-DadoneN=2z"={z- M. .z yz"={z1.n .21
-siw=1/n= z" es el conjunto de las n raices n-ésimas de z.
i) Si w ¢ Q = z" es infinito y sus elementos difieren entre si en un factor de la
forma e"2kmi k€ 7.
2. Size C\ {0} y wy,ws € C, fijadas las determinaciones de dos potencias de las 3
que involucra la férmula de los siguientes casos, existe una de la tercera potencia

verificando:
zm

i) zmtwe = zW w2, i) zmm = —,
z"2

Se utiliza la misma notacién que para el conjunto de infinitos valores, por lo que en el contexto se debe especificalrz/16



2. Funcidn logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.2 Exponentes complejos: funciones potenciales y exponenciales

Funciones potenciales

Dado w € C, la funcién potencial multivaluada C\ {0} — P(C)
z — zv

determina, para cada o € R, la rama o determinaciéon de la funcidén potencial de
potencia w o a-rama de z": Q,=C\ {re’*: r >0} — C

Zz ewlogaz — W

w

que es holomorfa en €, siendo - = wz" 1 Vz e Q,, ydonde z¥ 1 = e(w-1)logaz,
7

Observacion: Sea w € Z.
a) Para w = n € N* = NU{0}, la funcién entera definida para cada z € C por
z" =z-.".. z restringida a €, coincide con la a-rama de z", para cualquier o € R.

., - 1
b) Para w = —n, con n € N, la funcién definida por z7=" = —, que es holomorfa en
z

C\ {0}, restringida a Q, coincide con la a-rama de z", para cualquier o € R.
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2. Funcién logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.2 Exponentes complejos: funciones potenciales y exponenciales

Funciones exponenciales
Dado w € C\ {0}, la funcién exponencial multivaluada C — P(C)

z— w”

determina, para cada k € Z, la rama o determinacién de la funcién exponencial de
base w C— C

z(Log w+i2km) — w?

zZ— € w

que es entera y cuya derivada es

dw?

dz

= w’ - (Logw + i2km) VzeC.
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2. Funcidn logaritmo y funciones definidas mediante el logaritmo 2.3 Funciones inversas trigonométricas e hiperbélicas

2.3 Funciones inversas trigonométricas e hiperbdlicas
Funciones inversas trigonométricas

Las funciones inversas de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas son multivaluadas
pues vienen definidas a través del logaritmo. Por ejemplo, dado w € C, w puede ser
considerado un valor de arcsen z si verifica
eiw _ efiw 9 o
senw =z =z = & (™) —2ize™ —1=0
i

Resolviendo esta ecuacién se llega a
arcsen z = {—i <In liz£V1—22|+i (Arg(iz +V1-2%)+ 2k7r>> k€ Z} :

donde v/1 — z2 denota uno de los dos valores de la raiz. Abreviadamente
arcsenz = —ilog (iz + (1 — 22)1/2) )

donde la raiz y el logaritmo indican las funciones multivaluadas.
Fijada una rama del logaritmo y otra de la raiz se obtiene una funcién arco seno cuyo
dominio de holomorfia queda determinado por ambas ramas siendo su derivada

d 1
Earcsenz = m 15/16



2. Funcién logaritmo y

funciones definidas mediante el logaritmo

2.3 Funciones inversas trigonométricas e hiperbdlicas

De forma andloga se obtienen las funciones arco coseno y arco tangente. En el siguiente
cuadro, donde las derivadas deben entenderse referidas a las ramas y definidas en el
correspondiente dominio de holomorfia, se relinen estas funciones:

arcsen z

arccos z

arctan z

= —ilog (iz+ (1 — 2*)'?)

= —ilog(z + (2% — 1)¥/?)

| —z

1
E arcsen z = m
1
E arccos z = —m
dz 1+ 22

. . d 1
:élog<l+z>, z# +i | —arctanz =

2. Funcién logaritmo y

funciones definidas mediante el logaritmo

Funciones inversas hiperbdlicas

2.3 Funciones inversas trigonométricas e hiperbdlicas
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De forma similar al caso de las funciones trigonométricas se obtienen las inversas de las
funciones hiperbdlicas, recogidas en el siguiente cuadro, donde nuevamente las derivadas
deben entenderse referidas a las ramas y en el correspondiente dominio de holomorfia:

arcsenh z

arccosh z

arctanh z

= log(z + (2% + 1)V/?)

= log(z + (22 — 1)¥/?)

1 1 d 1
= —log -tz , z#*£1 | ——arctanhz =
2 dz

11—z

1
E arcsenh z = W
d arccosh 1
- 7= —
dz (22 —1)1/2
1— 22
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